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Les métamatériaux sont des milieux homogénéiseés dont le comportement physique differe de celui des matériaux naturels. lls possedent, par exemple, des indices de permittivite et/ou de
perméabilité de parties réelles négatives. Leurs applications sont nombreuses et les principales sont la super-lentille et la cape d’invisibilité. Les changements de signe entrainent cependant
que les méthodes usuelles ne s’appliquent plus. Dans ce poster, nous abordons ainsi la question de la modélisation des métamatériaux a travers I’ existence et I’ unicité de solution pour un
systeme en presence de méetamateriaux homogenéises. Nous présentons ensuite un schéma numerique de type elements finis qui converge des que le probleme continu est bien-pose.

1. Contexte: Propagation d’ondes dans les

metamateriaux

Définition: Milieux homogénéisés dont le comportement
physique differe de celui des matériaux naturels.

Exemple: Indices de permittivité, de perméabilité de par-

ties réelles négatives.
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Figure 1: Milieu a perméabilité négative [6]
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Figure 2: Exemples d’application des metamateriaux [6]

2. Motivations et difficultes

Motivations:

1) Modélisation des métamatériaux: Sens des milieux a in-
dices négatifs?
2) Simulation numérique.

Probleme modele: Métamatériaux bornés a indices
négatifs.

Difficultés:
1) Mathématiques: Méthodes usuelles ne s’appliquent plus.
2) Numériques: Quels schémas? Convergence?

3. Etat de ’art

1) 2005, P Fernandes et al. [3]: Conditions sur les ¢, u du
métamatériau permettant d’utiliser Lax-Milgram.

e Eq. de Maxwell a I'ordre 2 bien-posees.
e Convergence des EF avec éléments de Nédelec.

2) 2010, A.S. Bonnet-BenDhia et al. [4]: T-coercivité pour
problemes de transmissions d’ordre 2 entre milieux clas-
sigues et métamatériaux.

e Problemes bien-posés au sens de Fredholm.
e Injectivité pour certaines géométries d’interfaces.
e Nouvelles méthodes numériques de type EF.

Question:
e Etude de systémes de propagations d’ondes d’ordre 1?

4. Systeme de I’'acoustique

Probleme d’étude: Propagation d’ondes acoustiques.

Figure 3: Geometrie de travail

Systeme de I’acoustique en régime harmonique:

Trowver (u, p) € H(div,Q) x HY(Q),
wl'(z)u —Vp =f xel
iwn(x)p —divu =g x € (),

0 =0 z e 0.

EDP-Normandie, Caen 2013

e (2 : Ouvert borné de R’ de classe C'.

e (u, p) : Champs de vitesse/pression.

e (f,g): Termes source.

e (I',n) : Module de masse/indice de réfraction.

Systeme sous forme compacte:

Trouver U = (u, p) € D(W),
(K(iw,2) + W)U = F, z € (.

Théoreme 1.
Si K (iw, .) est coercif alors le systeme de I'acoustique est
bien-pose.

Probleme En présence de métamatériaux: K(iw,.) n'est
plus coercif.

5. Hypotheses sur le méetamateériau

Observations de V.G. Veselago [5]:
1) I et n dépendent de w comme des fractions rationnelles.
—p=1iw+n+— ([(p,.),n(p,.)) sont méromorphes.

2) Le métamatériau est un milieu classique pour au moins
un w.
— dpg tel que K(py, .) est coercif.

Confirmation: Réseau périodique de tubes troués
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Figure 4: Réseau de tubes troués [7]

Remarque: Systeme bien posé pour p = py.

6. Resultat obtenu

Théoreme 1. [2]
Supposons que:

(A1)p € Dy C Cw— (I',n)(p, x) sont holomorphes p.p. = € (..
(A2) d py € Dy tels que pol'(pg, .) et pgn(pg, .) sont coercifs.
(A3) (U(p,.);n(p, ) € Lip(€2, C*) x L>(Q) V(p,x) € Dy x 2.

Alors, pour tout F' € L*(Q)4, le probléme est bien-posé
pour tout p € Dy \ S, ou .S C Dy estun ensemble discret.

Application: Réseau de tubes troués [7].

7. Un schéma pour I'approximation des

metamateriaux

e [dée du schéma issue de [1].

e Formulation variationnelle: Vi, € (K(p,x) + W) Vy,

Trouver Uy, = (uy, pp,) € Vi, C D(W)
/Q<(K(p>37)+W>Uh»¢_h>d$:/Q<f,¢_h>dx

Théoreme 1.
Supposons que:

(i) dim (V},) < o0 et V), € D(W).
(i) VU € D(W), 3T, € Vy, limy HU _ ﬁh||p<w> _0.

(iii) K (p, z) vérifie (A1),(A2),(A3).

Alors le probleme discret est bien-posé pour tout p €
Dy \ S ef:

U = Unllzzps < C it [IU = Villpgw) . € >0,

8. Validations numeériques:

Second membre: F' = (K + W) Ug.
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Figure 5: /\/Iodu/e solution exacte.

Espace d’approximation:

V), = {Raviart — Thomas} x {P!+ (C.L. de Dirichlet : A = 0)}
Uy, = up, Ph
Parametres du metamateriau:

(d) Zm(n(i, v))
Remarque: K (p, x) vérifie (A1), (A2), (A3)

— Schéma convergent en O(h).

Résultats numeériques:
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Figure 8: Module solution numerique.
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